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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio tedrico de la medicién del coeficiente de difusion
(CD) en sustancias liquidas con interferometria holografica de doble exposicién (IHDE).

La difusién ha sido definida, a lo largo de la historia, como el fenémeno en que la materia
se traslada en un sistema, desde regiones con concentraciones altas hasta aquellas
regiones en las que la concentraciéon es menor, consecuencia de los movimientos aleatorios
de sus moléculas. La difusién procede gradualmente en la mezcla de las sustancias
finalizando justo cuando las concentraciones se igualan; en el caso de sustancias en fase
liquida, la difusion de un soluto en un solvente. Para el estudio de este proceso se han
utilizado multiples técnicas dentro de las que resaltan las dpticas, especificamente la
interferometria holografica, la cual asocia la precision de las mediciones interferométricas
con las ventajas de la holografia; al implementar IHDE, se logran comparar los frentes de
onda, que en principio se separaron en el tiempo, permitiendo entonces que cualquier tipo
de variacion en el objeto analizado, por minima que sea, pueda determinarse al conocer

la longitud de onda caracteristica de la luz empleada. En este articulo, se presenta el
desarrollo tedrico para la obtencion de la expresion matematica desde la que se puede
calcular el CD en liquidos, utilizando IHDE, resaltando que esta se halla a través de la
comparacion entre franjas interferenciales del mismo orden registradas en distintos
tiempos, teniendo en cuenta las distancias, medidas desde la interface entre los dos
liquidos, a las que estas aparecen. Finalmente se realiza un anélisis de la expresion hallada
y como esta se aplica a partir de datos obtenidos experimentalmente.

Palabras clave: Difusion; Coeficiente de Difusion; Interferometria; Holografia; Doble
Exposicion; Difusion en Liquidos; Soluto y Solvente; Interferometria Hologréfica;
Gradiente de Concentracién; Gradiente de Indice de refraccién.
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Calculation of the diffusion coefficient
in liquids by double exposure
holographic interferometry: a
theoretical study.

Abstract

This work is carried out with the purpose of studying theoretically the measurement of
the diffusion coefficient (DC) in liquid substances using double exposure holographic
interferometry (DEHI). Diffusion has been defined, throughout history, as the phenomenon
in which matter moves in a system, from regions with high concentrations to those regions
where the concentration is lower, as a consequence of the random movements of its
molecules. Diffusion proceeds gradually in the mixture of substances, ending just when
the concentrations are equalized; in the case of liquid phase substances, the diffusion

of a solute in a solvent. For the study of this process, multiple techniques have been

used, among which the optical ones stand out, specifically holographic interferometry,
which associates the precision of interferometric measurements with the advantages

of holography; by implementing [HDE, it is possible to compare the wavefronts, which

in principle were separated in time, thus allowing any type of variation in the analyzed
object, however small, to be determined by knowing the characteristic wavelength of

the light used. In this article, the theoretical development is presented to obtain the
mathematical expression from which the CD in liquids can be calculated, using IHDE,
highlighting that this is found through the comparison between interferential fringes of
the same order recorded at different times, taking into account the distances, measured
from the interface between the two liquids, at which they appear. Finally, an analysis of the
expression found and how it is applied from experimentally obtained data is carried out.

Keywords: Diffusion coefficient; Interferometry; Holography; Double exposure; Diffusion in
liquids; Solute and Solvent; Holographic interferometry; Concentration gradient; Refractive

index gradient.

1. Introduccion

El coeficiente de difusion de un soluto en un solvente se puede
calcular teéricamente (Crank, 1975; Cussler, 2009; Ghez, 2001) o
realizando medidas experimentales a partir de métodos quimicos
(Reid, Prausnitz y Poling, 1987; Bird, Stewart y Ligtfoot, 1987;
Stokes, 1950; Stokes et al., 2002; Anderson y Saddington, 1949;
Cadavid y Garzon, 2011) o haciendo uso de técnicas opticas
(Becsey, Maddux, Jackson y Bierlein, 1970; Shustin, Velichkina,
Chernevich and Yakovlev, 1975; Szydlowska y Janowska 1982;
Chhaniwal, Anand, y Narayanamurthy, 2005; Ambrosini, Paloletti
y Rashidnia, 2008). Estas ultimas técnicas permiten registrar el
cambio en el indice de refraccién producido dentro del fluido,
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debido a la distribucién de concentracién en el proceso de difusion
entre los liquidos (Riquelme, Lira, Perez, Rayas y Rodriguez,

2007). La difusion en mezclas transparentes es estudiada
convenientemente por medio de interferometria; se utilizan tanto
la convencional (Tyrrel y Harris, 1984) como la interferometria
holografica (Kreis, 2005). En la literatura se logra comprobar que la
difusion es resultado de diversas variaciones de cantidades fisicas;
en este caso, se estudia el de concentracion, analizando asi difusiéon
isobarica, en condiciones isotermas en las que los gradientes o
variaciones de fuerzas externas no existen (Fernandez, 1983).

Este gradiente, en el caso de realizar medidas experimentales del
coeficiente de difusion por técnicas Opticas, altera la trayectoria del
haz de luz generando, después de atravesar el medio, un desfase no
uniforme (Riquelme, Lira, Perez, Rayas y Rodriguez, 2007).

El proceso de comparar interferométricamente dos o
mas ondas, donde minimo alguna de las dos se reconstruye
holograficamente, es conocido como interferometria holografica;
la constitucion de estas dos ondas componen el llamado
interferograma holografico. La ventaja de este método en cuanto
a la interferometria clasica radica en varios aspectos, entre los
que se resaltan menos problemas de alineamiento del sistema
optico, el medio de registro holografico permite almacenar mayor
informaciéon y no se necesita tiempo de revelado, logrando asf que
el frente de onda 6ptico que proviene del objeto o la superficie
analizada, pueda ser grabado y reconstruido al tiempo, de manera
muy precisa (Kreis, 2005).

Para estimar el CD en un sistema especifico, mediante una
expresion en la que se utilicen métodos 6pticos de interferometria
holografica, se debe solucionar la Segunda Ley de Fick, expresion
que explica el fendémeno de difusion, asignando el origen de
franjas interferenciales, como condicién importante. Diferentes
meétodos basados en este modelo han sido estudiados ampliamente
(Chhaniwal et al., 2008; Chhaniwal et al., 2014; Mialdun y
Shevtsova, 2011); para calcular el coeficiente de difusion, la técnica
desarrollada por Bochner y Pipman (1976) utiliza la distancia de los
picos en el perfil de diferencia de concentracion entre dos tiempos,
arrojado por las franjas interferométricas; Gabelmann-Gray con
Fenichel (1979) y luego Fenichel, Frankena y Groen (1984), usaron
el desplazamiento del patrén de franjas de interferencia referente
a las dos exposiciones registradas, método mejorado por Ruiz,
Celdran, Santos y Fernandez (1985), quienes tuvieron en cuenta
Unicamente grupos de dos franjas en el mismo orden, y aclararon
que el tiempo es el valor medio entre los dos instantes en que se
realizan las exposiciones.
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En esta linea de ideas, en este trabajo se realiza el desarrollo
tedrico que permite encontrar una expresion para calcular el CD en
sustancias liquidas, a partir del uso de interferometria holografica,
haciendo principal énfasis en la de doble exposicidn.

2. Calculo de la expresion para hallar el coeficiente de difusion
por IHDE

Con el objetivo de hallar una ecuaciéon para el calculo del CD,
asumido como una constante durante todo este proceso, se debe
analizar especialmente el caso en el que dos columnas de liquido
se encuentran a una distancia practicamente infinita por encima y
por debajo de la interface o limite de separacién entre estos, dando
solucidn a la Segunda Ley de Fick, la cual es aplicable a columnas
de liquido con longitud finita, al especificar variadas condiciones
de frontera o condiciones iniciales, en las que los tiempos en
consideracién no sean lo suficientemente extensos que impliquen la
deteccion de diferencias en la concentracion que sucedan antes de
llegar a los bordes de la celda (difusion libre).

Figura 1. Celda“infinita” de difusion.
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Siguiendo lo mostrado en la figura 1, para dos liquidos con
concentraciones iniciales C, y C,, que inicialmente estan separados
en el punto x=0, la solucioén es:

C(xt)=(C,+C,)/2+(C,-C) /N [ e dn (1)

Donde n=x/(2VDt), siendo D el coeficiente de difusién. Si
se sigue la difusion que tiene lugar en la celda, serd notable el
cambio del gradiente de concentracién en funcién del tiempo;
el comportamiento de estas expresiones puede observarse en la
figura 2.

Figura 2. Perfiles de concentracién parat, y t,>t,.

&
"~

Para las exposiciones realizadas en t, y t, la variacion en Ia
concentracion es:

c.—c | = ]
Clxty) - C(x,t,) "‘ﬁll f HPRean| (g
2,/Dty

Al implementar [HDE el holograma de doble exposicién reconstruye
el patréon de interferencia, estableciendo la importancia del calculo
del CD por medio de la interferometria holografica, en donde ahora,
mas que la variaciéon en la concentracién, toma mayor importancia
el gradiente o variacion de indice de refraccién, mostrado en la
figura 3. Ademas, al considerar la refractometria, practica quimica
que estudia las propiedades de sustancias en estado liquido,

Universidad EIA / Rev.EIA.Univ.EIA
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es notable la relacion lineal entre el indice de refracciéon y la
concentracion, pudiendo asi establecer que, durante el proceso de
difusion y dadas las dos exposiciones realizadas, la variacion de
indices se define por:

X

n(x,t) =G, ) = 4| [47

2,/Dt,

e dn| (3)

Ahora bien, cumpliéndose la equivalencia del gradiente de
concentracion AC con la diferencia de camino 6ptico A determinada
para cada par de franjas y ademas conociendo la proporcionalidad
entre A y la distancia d recorrida por la luz en un medio con indice
de refraccion determinado n, tiene lugar la correspondencia
AC=A=And, satisfaciendo la condicién:

A (4
n(x,t,) —n(x,t,) = 4An = (2k + Uﬂ] “

Donde el orden de interferencia de la franja en consideracion
esta definido por ky A determina, en relacién a la luz utilizada,
la longitud de onda. Teniendo el gradiente de indice de refraccién
como funcion de la concentracién y de la condicién de minimo,
es posible igualar la ecuacién (1) y la ecuacién (4), obteniendo
entonces:

p e
(2k+1)—s=4 F:‘l edn| ©

2d
2,/Dty

Al tomar como referencia la franja que aparece en la posicion

X, (orden m) y la franja que aparece en la posicion x, (orden p),
ver figura 5(b), en donde el factor A/2Ad permanece constante,
para hallar el CD es evidente la importancia de que se satisfaga la
expresion:

e e = e (6)
J’z\«”D_rl dn — J‘z\«"D_tl dn =0
¥ 2m+1 2  2p+1
2./Dt; 2,/Dt

Shustin, Velichkina, Chernevich y Yakovlev (1975) y afnos
después Gabelmann et al. (1979) y Fenichel et al. (1984)
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propusieron, desde la variacion del indice de refraccién, un
desarrollo en serie de la funcion error, obteniendo para el
coeficiente de difusion la ecuacidn:

2-x2 [x@p+1)]"t ©

D=
at x,2m+1)

En la expresién (7) es evidente que D, depende de la posicién
de las franjas (x, y x,) y a su vez del tiempo t medido a partir del
inicio de la exposicién; en estudios experimentales, dicha expresion
solo permite analizar casos muy restringidos (At«<t ) pues al no
establecer esta condicién, los resultados de estos andlisis no serian
lo suficientemente correctos para los sistemas que usualmente se
estudian (Fernandez 1983). Debido a lo anterior, debe modificarse
la ecuacioén (7), evaluandola inicamente en pares de franjas con el
mismo orden, (p=m) y donde t es el promedio entre los instantes t,
y t,, siendo asi t=(t,+t,)/2; se obtiene entonces una expresion final
para el calculo del CD usando IHDE:

X —x3

2t + t))in (%)n

b (7)

3. Descripcion de la expresion del coeficiente de difusion parala
toma de datos experimentales

Para comprender el modo en que se disponen los érdenes de las
franjas de interferencia, se debe iniciar por la figura 3 en la que se
observa la curva generada por el gradiente de indice de refraccién
en funcién de x, segin las exposiciones que se realizaron en
instantes de tiempo t, y t,>t..
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Figura 3. Gradiente de indice de refraccién en funcién de la posicién.

an 4

Teniendo en cuenta el fendmeno de interferencia y lo
mencionado con anterioridad de que la diferencia de camino 6ptico
(A) debe satisfacer la condiciéon de minimo por lo que A=(2k+1)
A/2, son de especial utilidad en el interferograma aquellos puntos
en los que tienen lugar franjas oscuras; al utilizar IHDE se registra,
para dos instantes de tiempo t, y t,, informacion del fendmeno de
difusion, por lo que al observar el interferograma producido como
resultado de estas exposiciones, las franjas deberan haber cambiado
de ubicacién al comparar las exposiciones realizadas en los dos
instantes de tiempo considerados, como se observa en la figura 4
(parte inferior). Este patron de interferencia manifiesta la variacion
de concentracion, y también el gradiente o variacién de indice
de refraccion, pudiendo asignar los 6rdenes correspondientes a
cada franja para cada exposicién, a partir de la interseccién de
las proyecciones de los valores enteros multiplos de A con cada
franja oscura, por lo que entonces existiran dos posiciones en x
coincidentes con cada multiplo, logrando asi identificar el par de
franjas correspondientes a un mismo orden, en donde cada una es
resultado de una exposicion distinta. Al observar la grafica, el pico y
valle delimitan la region del interferograma en la que se encuentran
las franjas de la primera exposicion, estableciéndose las de la
segunda exposicidn hacia los extremos izquierdo y derecho con
respecto a x; este proceso se ilustra en la figura 4.
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Figura 4. Asignacion de 6rdenes de las franjas de interferencia.

k|01 23] 32i0o0123 3 2 10

Exposicion a ¢,

Exposicion a t;

Con el interferograma ampliado y los 6rdenes asignados a cada
franja como en la figura 4, se procede a estimar las distancias,
desde la interface, a las que cada una aparece, ver figura 5. Como
ejemplo, se propone un modelo para el registro de los datos que
pueden ser extraidos del experimento a realizar, tomando uno

de los patrones de interferencia obtenidos por Ferndndez (1983)
para una mezcla de 4cido férmico (CH,0;) al 5% en peso en agua
bidestilada, con el fin de hallar el coeficiente de difusiéon entre dos
liquidos, utilizando IHDE.

Figura 5. (a) Interferograma acido férmico al 5% - agua (Fernandez, 1983),

(b) Asignacion de 6rdenes y nimeros a franjas de interferencia.
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Para hacer uso de la ecuacién (8), en la que se requieren las
distancias a las que se encuentran los pares de franjas del mismo
orden, desde la interface, y también los tiempos en los que son
realizadas las dos exposiciones, es necesario tener en cuenta
que, en esta expresion, X, se refiere a la separacion que hay hasta
la franja de interés para la segunda exposicion, es decir en t,,
definiéndola a partir de la relacién X ep, ED el caso de x,, quien
representa el intervalo espacial hasta la franja de igual orden, pero
para la primera exposicion, o sea en t_1, la distancia es medida a
partir del reconocimiento de la posicion de la franja en relacion a

la expresion X N,

Los valores obtenidos de forma experimental pueden ser
reportados a través de una tabla, donde al conocer las posiciones de
las franjas, anteriormente mencionadas, y también los tiempos en
los que se realizaron las dos exposiciones, se logra estimar, para un
interferograma determinado, el CD aproximado Dapmx, a partir de la
ecuacion (8). A continuacidn, se deja en evidencia este proceso para
el ejemplo antes mencionado en relacién al interferograma de la
mezcla de acido formico (CH,0;) al 5% en peso en agua bidestilada,
el cual puede observarse en la tabla 1 en la que N_ indica la cantidad
de franjas que aparecen en la zona superior del interferograma, y N,
la cantidad de franjas en la zona inferior del mismo.

Tabla 1. Valores para interferograma acido férmico al 5% - agua. (Fernandez, 1983)

t=900s t=2100s N=8  N-=8
Zona Orden (k) X, (cm) X x g (€cm) Dm

0 0,518 0,016 1,29

Suserior 1 0,427 0,053 1,43
up 2 0,335 0,093 135

3 0,241 0,162 135

0 0,624 0,016 1,77

Inferior 1 0,459 0,050 1,57
etio 2 0,367 0,090 1,50

3 0,278 0,149 1,47

Daprox Medio 1,46
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4. Conclusiones

En este articulo se realiza el estudio teérico del proceso de
difusion analizado desde el método 6ptico de interferometria
holografica de doble exposicion, que rige la el calculo del CD en
sustancias liquidas. La deduccidn tedrica base que se utiliza es la
expuesta por Gabelmann-Gray et al. (1979) y Fenichel et al. (1985),
complementandola con el modelo desarrollado por Fernandez
(1983) en compafiia de Ruiz et al. (1985), siendo esta la que, hasta
el momento, ha ofrecido mejores resultados, pues permite su
aplicacion a toda clase de sistema liquido.

El fendmeno de difusién, entre dos sustancias liquidas,
registrado a través de IHDE, ocasiona una variacién o gradiente
de los indices de refraccion, generando un desplazamiento en las
franjas de interferencia entre las dos exposiciones, lo que establece
una relacion entre la condicién de minimo de interferencia y la
variacion del indice de refraccién, lo que finalmente conduce a la
obtencidn de la formula del coeficiente de difusion.
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