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RESUMEN

El objetivo de este articulo es presentar algunas reflexiones, histdricas y epistemolégicas, que emergen como re-
sultado de una investigacién desarrollada en torno a la constitucion histérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se tomaron como unidades de andlisis, resultados publicados en el volumen 22 de Opera Omnia y en Acta Eruditorum,
entre finales del siglo XVII y mediados del siglo XVIII. Se muestra que las ecuaciones diferenciales ordinarias surgen
como producto de dos eventos; el primero vinculado con algunos problemas de la fisica que se modelaron mediante
ecuaciones diferenciales ordinarias, y el segundo relacionado con los diversos métodos analiticos provenientes del cal-
culo. El andlisis histérico realizado, permitié identificar algunos obstaculos epistemolégicos, los cuales se tomaron como

referencia para concluir con una reflexion didactica.
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EPISTEMOLOGICAL OBSTACLES IN THE HISTORICAL
DEVELOPMENT OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

ABSTRACT

The proposite of this article is to present some historical and epistemological reflections that emerge as a result
of a research developed around the historical constitution of the ordinary differential equations. As units of analysis

were taken the volume 22 of the Opera Omnia and Acta Eruditorum, between the end of the 17th century and the

Matematico, Universidad del Valle. Maestria en Matematicas, Universidad del Valle. Doctor en Educacién, Area Mateméticas,
Universidad del Valle. Profesor Titular Universidad del Valle.

Licenciada en Matematicas y Fisica, Universidad del Valle. Maestria en Ciencia Area: Matemética Educativa, Universidad Auténoma
de Guerrero. Catedratica Universidad Javeriana, Catedratica Universidad ICESI.

@ Autor de correspondencia: Recalde, L.C. (Luis Cornelio): Historia del articulo:
Calle 20 #1012-37, Apto.1007, U. R. Mirador de Terrazas, Articulo recibido: 24-VII-2017 / Aprobado: 30-1V-2018
Cali, Colombia. Tel.: 3173835591. Correo electrdnico: Disponible online: 10 de mayo de 2018
luis.recalde@correounivalle.edu.co Discusion abierta hasta octubre de 2019

DOL: https://doi.org/10.24050/reia.v15i29.1140 [[@0EIe)




60

LOS OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS EN EL DESARROLLO HISTORICO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

mid-eighteenth century. It is shown that ordinary differential equations arise as a product of two events; The first
related to some problems of physics that were modeled by ordinary differential equations, and the second related to
the various analytical methods derived from the calculation.. The historical analysis, made it possible to identify some

epistemological obstacles, which were taken as reference for conclude with a didactic reflection.

KEYWORDS: Ordinary differential equations, history, epistemological obstacle, calculation

OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS NO DESENVOLVIMENTO
HISTORICO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

RESUMO

0 objetivo deste artigo é apresentar algumas reflexdes, historicos e epistemolégicos, surgindo como resultado de
uma pesquisa conduzida em torno da constitui¢ao histérica de equagdes diferenciais ordinarias. Eles foram tomados
como unidades de anélise, publicado no volume 22 da Opera Omnia e Acta Eruditorum entre os resultados do final do sé-
culo XVII e meados do XVIII. Ele mostra que as equagoes diferenciais ordinarias surgir como um produto de dois eventos;
o primeiro ligado a alguns problemas da fisica que foram modelados por equacdes diferenciais ordinarias, e a segunda
para os varios métodos analiticos do calculo. A andlise histérica permitiu identificar alguns obstaculos epistemoldgicos,

que foram referenciados para concluir com uma reflexao didatica.

PALAVRAS-CHAVE: equagdes diferenciais ordindarias, histdria, calculo obstaculo epistemolégico.

1. INTRODUCCION

racion de variables, solucidon de ecuaciones homogé-

neas por sustitucion, solucién por series y resoluciéon

El andlisis histérico permite identificar la im- . .
de ecuaciones exactas. Aunque muchos de éstos no

ortancia de incorporar procesos heuristicos y al- . . .
P ) P P o N y fueron generalizados sino hasta Euler, es posible en-
gunos razonamientos especificos en la enseflanza y . ,

o ) } ) ] contrar casos particulares de estos métodos antes
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales ordina- ] o .

. T i ) . del siglo XVIIL. Si bien a partir de estos problemas se

rias. El objetivo de este articulo es identificar algu- . o o

; . . . encontraron diversas técnicas de solucion, hubo un
nos obstaculos epistemoldgicos que surgieron en el } o i
o . . estancamiento en esta disciplina, pues, en su conjun-
proceso de constitucion de las ecuaciones diferen- o ) ]
ciales ordinarias (EDO). Estos obstaculos se pueden to, todas estas técnicas resolvian casos particulares,

determinar en el movimiento tedrico que va de la pero no dieron lugar a algoritmos generales de re-

modelacién de fendmenos fisicos a la instauraciéon solucion de las EDO. Como consecuencia de ello, en

de un formalismo conceptual al interior del analisis €l Siglo XVIII no se produjeron resultados tedricos,

matematico. como el Teorema de Existencia y Unicidad.

La modelacion matematica de algunos proble-
mas fisicos se hizo con base en el naciente calculo
en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias.
A finales del siglo XVII se publicaron algunos traba-
jos en los cuales se exponian métodos para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias, entre ellos sepa-

Durante los siglos XVII y XVIII fueron diversos
los avances que se dieron en el campo de las mate-
maticas. Uno de ellos se vincula con el desarrollo del
calculo de Newton y Leibniz. El nacimiento de este
calculo permitié que se perfilaran diversas discipli-
nas de las matematicas, entre ellas las ecuaciones
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diferenciales, y otros conceptos fundamentales como
el de funcion. Un catalizador importante en el desa-
rrollo de las ecuaciones diferenciales ordinarias fue-
ron las investigaciones, elaboradas por los cientificos
europeos, entorno al movimiento; la necesidad de
cambiar de paradigma cualitativo a uno cuantitativo
en el que se lograra estudiar desde lo matematico los
fendmenos fisicos posibilité que emergieran las pri-
meras ecuaciones diferenciales ordinarias. La fisica
se relaciond tan directamente con las matematicas
que llegé un momento en el que los avances de esta
ciencia provenian de los requerimientos de la fisica.

De esta manera se puede sustentar que las
ecuaciones diferenciales ordinarias, surgen como
producto de dos eventos; el primero vinculado con
los diversos problemas de la fisica que fueron mode-
lados mediante ecuaciones diferenciales ordinarias,
y el segundo relacionado con los diversos métodos
de resolucién de ecuaciones producto de los avan-
ces en el calculo. Estos dos aspectos se presentan de

manera general en el presente documento™.

El analisis histdrico realizado nos ha llevado a
identificar algunos obstaculos epistemoldgicos que
se describen en el presente documento. Esto nos
permite argumentar que en los cursos de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias se deberia de incluir
la reflexién y discusion epistemolégica de los con-
ceptos involucrados en las ecuaciones diferenciales;
en particular el concepto de diferencial. En la ma-
yoria de cursos de ecuaciones diferenciales y ain
de calculo, no se estudia este aspecto. Obviar esta
reflexion ha causado que los estudiantes aprendan
procesos algoritmicos para encontrar derivadas, in-
tegrales y resolver ecuaciones, pero con poca posi-
bilidad de utilizar esos conocimientos para modelar
situaciones que involucren ecuaciones diferenciales

en sus respectivas carreras.

1. Enlatesis de maestria (Henao, 2016) se hace un analisis

pormenorizado de estos aspectos.

2. LOS PROBLEMAS DE LA FISICA Y LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES

Algunos de los problemas que permitieron la
constitucién de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias se pueden ubicar a finales del siglo XVII y co-
mienzos del siglo XVIII. Los matematicos de estos
siglos intentaron dar respuestas a problemas de la
fisica vinculados con el campo de la mecanica, la
elasticidad y la astronomia, entre otros. Uno de los
primeros problemas que histéricamente se conoce
y que dio lugar al planteamiento de una ecuaci6n di-
ferencial ordinaria fue el problema de la curva isé-
crona, el cual fue abordado por Huygens utilizando
métodos geométricos y propiedades de la fisica. Pos-
teriormente fue solucionado por Leibniz y Jacques
Bernoulli, quienes utilizaron el calculo infinitesimal.
Otros problemas fundamentales en la constitucion
de las ecuaciones diferenciales ordinarias fueron: el
problema de la tractriz, el problema de la catenaria
y el problema de la braquistécrona, todos estos pro-
blemas fueron solucionados por Leibniz, los herma-
nos Bernoulli y Newton mediante el uso del calculo
infinitesimal. Algunos de los métodos y técnicas que
surgieron de la solucién de estos problemas fueron
la separacion de variables y el uso de series.

El problema del péndulo isécrono consistia
en construir un péndulo cuyo periodo de oscilacion
fuera el mismo independientemente de la altura de
donde iniciara a oscilar la lenteja. Christiaan Hu-
ygens, en 1673, en la Horologium Oscillatorium sive
motu pendulorum ad horologia aptato demostratio-
nes geometricae describe con detalle la construccion
de un reloj isécrono.

La ecuacidn diferencial que modela el proble-
ma de la curva isécrona, en términos de Bernoullj, es
dy \/m =dxV &, donde a y b son constantes.
La solucién de esta ecuacién fue presentada en las
Acta Eruditorum de 1690. Bernoulli concluy6 que las
integrales de esta igualdad de diferenciales tenian

que ser las misma, por lo tanto, la curva buscada
2b%y - 2a®
era la cicloide, es decir yTzaV b¥y-a? =xV a3.
3
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Es importante destacar que en la solucién de Jac-
ques Bernoulli se identifica una ecuacién diferencial
de primer orden, la cual se resolvi6 aplicando la se-
paracion de variables y encontrando la solucién de
las integrales por cuadraturas.

El problema de la tractriz fue estudiado en
1674 por Leibniz. Este problema también se conoce
como la curva del hueso del perro, ya que se puede
considerar el caso en que el amo se sitda inicialmen-
te en el origen de las coordenadas y el perro a una
distancia d sobre el eje positivo y. El amo camina-
ria en el sentido positivo del eje de la x, mientras el
perro, que seria arrastrado por la correa del amo,
haria resistencia para volver al punto de partida,
que seria donde estaria situado el hueso. Esta curva
es formada mediante dos movimientos uno que se
da de izquierda a derecha, es decir desde el origen
hacia el eje positivo de la x, y otro que se origina al
descender el perro por la accién de la fuerza ejer-
cida por el amo. Una de las propiedades que cum-
ple esta curva y que fue utilizada por Leibniz para
demostrar su resultado es que la distancia entre el
punto de tangencia de la curva que se busca y el eje
en donde se mueve el otro extremo de la cuerda es
siempre constante e igual a la longitud de la cuerda.

Leibniz utiliz6 el calculo con diferenciales para
solucionar el problema. Consideré una cuerda de
longitud g, la cual en el instante inicial se encuentra
ubicada en el eje vertical, es decir las coordenadas
de sus extremos son (0,0) y (0, a). El extremo que
esta ubicado en el origen se mueve sobre el eje ho-
rizontal positivo de las x y el otro recorre la tractriz.
Bajo estas condiciones Leibniz not6é que debia en-
contrar una curva tal que la parte de su tangente en-
tre la curva y el eje horizontal fuera siempre igual a
una constante dada. No fue dificil para Leibniz con-
cluir que el trazado de esta curva también se podria
reducir a la cuadratura de una hipérbola. Teniendo
presente las condiciones del problema, Leibniz uti-
liza las propiedades de la semejanza de tridngulos
para establecer relaciones entre un triangulo de
dimensiones finitas y un tridngulo infinitesimal. De

esta manera, concluye que la relacién entre las dife-
renciales de la ordenada y la abscisa es

Yy
dx v a-y?

Separando las variables la ecuacién queda
transformadaen dx =-Y ~ 7 dy. Pararesolver esta
ecuacion Leibniz utilizé la solucion por cuadraturas,
que consiste en encontrar la primitiva de la funcion.

Jacques Bernoulli en el afio 1690, en su arti-
culo sobre la is6crona, plante6 a los matematicos
el problema de encontrar la curva que modelaba el
comportamiento de una cuerda flexible e inexten-
sible colgada libremente de dos puntos fijos. Dicha
curva fue denominada por Leibniz como catenaria.

El problema de la catenaria fue abordado, pri-
meramente, por Galileo, el cual planteé que la curva
era una parabola, sin embargo Huygens en 1646 ar-
gumentd que esto no era correcto mediante razona-
mientos fisicos, concluyendo que la curva era la ca-
tenaria, puesto que permitia que el peso por unidad
fuera uniforme a lo largo del cable.

De igual manera, otros matematicos como Lei-
bniz y Jean Bernoulli, publicaron diversos métodos
de resolucidn al problema planteado por Jacques
Bernoulli en el afio anterior (el cable colgante). Am-
bos encontraron en el calculo infinitesimal la res-
puesta, de hecho la solucién de Johann Bernoulli se
encuentra en los textos de mecdanica y calculo infi-
nitesimal (Kline, Las ecuaciones diferenciales ordi-
narias en el siglo XVIII, 1992), la cual se basa en la

ody s
ecuacion —-=—, en donde sy ¢ son constantes que
dependen del material utilizado. La soluciéon de esta
ecuacion diferencial lleva a lo que hoy en dia escri-
bimos como y = cosh%.

El problema de la braquistécrona fue plan-
teado en junio de 1696 por Johann Bernoulli en las
Acta Eruditorum. El problema consistia en hallar la
trayectoria que deberia seguir una particula movil,
descendiendo por su propio peso, empleando el me-
nor tiempo posible. Bernoulli llega a la conclusion
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que la ecuacion diferencial que rige este tipo de mo-

vimiento es dy = dx y que la curva braquisté-

)
crona era la cicloide.

En conjunto los anteriores problemas mues-
tran que la teoria de ecuaciones diferenciales em-
pieza a emerger en el siglo XVII con la modelacién y
solucién de problemas de la mecanica. En este sen-
tido, uno de los aspectos de causalidad que motivo
el surgimiento de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias se deriva del tratamiento de los problemas
fisicos. Entre las primeras técnicas que se aplicaron
para solucionar ecuaciones diferenciales se encuen-
tra la separacion de variables. Las integrales a las
cuales conducia esta técnica eran resueltas por cua-
draturas o aplicando métodos geométricos. Es im-
portante sefialar que paralelamente a la emergencia
de las ecuaciones diferenciales se ponia a prueba el
nuevo calculo y se desarrollaba el concepto funcioén,
esto ultimo sustentado en el hecho de que se empe-
zaron a trabajar curvas transcendentes.

3. EL DESARROLLO DEL CALCULOY
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

En su expresion genérica, la nocidon de ecua-
cion diferencial va intimamente ligada a la nocion
de diferencial; una nocion empleada constantemen-
te en el calculo, pero cuyo uso conlleva dificultades
conceptuales. ;Formalmente hablando, qué es un
diferencial? En la actualidad se usa como una herra-
mienta para calcular valores aproximados de algu-
nas funciones trascendentes. De esta manera, si la
funcidn fes diferenciable en el punto x, con derivada
f'(x), se tiene que:

, o flx+h)-f(¥)

10 = lim S
Geométricamente, f '(x) corresponde a la pen-
diente de la recta tangente a la grafica de f en el
punto (x, f (x)). Si realizamos sobre x, un pequefio
cambio, denotado por A x, se produce un pequeiio
cambio en y, denotado por Ay, tal que Ay = f (x +
A x) - f(x), de tal forma que el cociente 2 es aproxi-

madamente f'(x): Ax

Ay oy
Ax * f1(x)

Se suele denotar a A x como d x, diferencial de
x,yaAycomo dy, diferencial de y. De tal suerte que:
dy = f ' (x)dx . En este contexto los diferenciales co-
rresponden a nimeros reales diferentes de cero; sin
embargo en los inicios del calculo y de las ecuacio-
nes diferenciales, el concepto de diferencial, el cual
emerge en la nomenclatura de Leibniz, designaba
una cantidad infinitamente pequena.

Para Leibniz, el concepto de diferencial se iden-
tificaba con una variacién (o incremento) infinitesi-
mal. De esta forma, dada la curva y = f(x), tal que la
recta T es tangente a la curva en el punto C = (x, y).
Trazando paralelas al eje x y al eje y, Leibniz consi-
deraba el triangulo rectangulo de catetos dx y dy, in-
finitesimalmente pequenos. Sea la recta n, la normal
correspondiente; esto es, n es perpendicular a T.

N
7

Lo i;lteresante para Leibniz era considerar el
cociente d_y que daba lugar a la proporcién:
X

dy r
dx y
Observemos que la anterior iguadad enmarca
una ecuacién diferencial elemental, dado que p es
una variable x, y ademas dx y dy se puede considerar
cantidades que operan con las otras cantiddes, de
tal forma que y dy = p(x)dx:
En Newton, el concepto equivalente a los di-
ferenciales de Leibniz corresponde a los infinitesi-
males. En el calculo de “anti cuadraturas” New-

«_n

ton incorpora el simbolo “0” para representar una

cantidad infinitamente pequefia. Ello significa que
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puede actuar como denominador, pero cuando apa-
rece sumando se desvanece, por ser tan pequeila
que no adiciona nada: “0” simboliza un incremento
infinitesimal.

Consideremos el siguiente ejemplo, dado por
el mismo Newton: sea la figura siguiente, en la cual,
areaABD =z,AB=x, BD =y. Tomamos, BM = 0, BkK=ML
=v, tales que, area BDLM = area BKHM = ov.

- 2
Newton toma especificamente la curva, z = —
3/ ,_ 4 3 3
x/2 de donde, z =g X
Una variacién de o en la abscisa, produce una
variacion ov en el drea total, de tal suerte que, (z +
4 3
ov)?= 5 (x+0)".
Desarrollando los dos binomios quedara:

4
Z2+ 270V + oWV = o (x3+ 3x%0 + 3x0%+ 0%)

Empleando la sustitucién z? = %)(3 simplifican-
do y dividiendo los dos miembros de la expresiéon
resultante por o, dado que es diferente de cero, se
obtiene,

4
2zv + ov? = 0 (3x*+ 3x0 + 0%)

Entonces Newton toma BM infinitamente pe-
quefio, de tal manera que v se hace igual a y, y ade-
mas o se hace igual a cero, quedando: 2zy = 3 X%,
de tal forma que al sustituir z por su valor inicial se
obtiene, y = x 2

Dadas las criticas que en torno al uso de las
cantidades infinitamente pequefias, Newton refor-

mula sus desarrollos en términos de “fluentes” y
“fluxiones”. Las cantidades “fluyentes” son aquellas
cantidades que varian respecto al tiempo. La rapidez
de cambio de estas cantidades las llam¢6 “fluxiones”.
De esta manera, si tomamos de referencia la figura
anterior, Newton concebia la curva ADL generada a
partir del movimiento del punto genérico D, lo cual
ocasionaria que las coordenadas x y y, asi como la
cuadratura z “fluyeran” o cambiaran con el tiempo.
En términos modernos, Newton estaba describien-
do la curva de acuerdo a una ecuacién paramétrica
(x (£), ¥ (t)). En primera instancia, uso letras dife-
rentes para diferenciar las fluxiones de sus fluentes;
pero luego adoptd la notacién que se conoce, en la
cual las fluxiones se representan con un punto supe-
rior de las fluentes; si x, y representan las cantidades
fluentes, X, y representan las fluxiones respectivas.
Aligual que a Leibinz, a Newton no tanto le interesa
las fluxiones individualmente, sino la razén %

Newton pensaba que a través de incorporar al
tratamiento de curvas una visiéon cinematica queda-
ria resuelto el problema de los incrementos infini-
tamente pequeilos, los cuales cumplian la “extrafia
ley” de poder dividir, por ser diferentes de cero, y
desaparecer a conveniencia por no incidir en el re-
sultado. “Cantidades evanescentes” que aparecen y
desaparecen a conveniencia.

De esta manera nos encontramos frente a un
problema histérico muy significativo a nivel de la
enseflanza del calculo. Para obtener los resultados
se hace necesario involucrar cantidades cuya natu-
raleza ontoldgica se desconoce, pero que funcionan
operativamente. Muy similar a los procesos que ge-
neralmente se dan en una clase cuando los estudian-
tes se aprenden la mecanica de los procedimientos
sin ninguna relacién conceptual.

El uso de las cantidades infinitamente peque-
fias se convirtd en un serio problema para los mate-
maticos de lo siglos XVII y XVIII. Fue el francés Agus-
tin-Louis Cauchy (1789-1857) quien proporcioné
una salida rigurosa a través de concepto de limite
en el Curso de andlisis de 1821 y las Lecciones sobre
cdlculo Infinitesimal de 1823. En estos dos textos,
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basados en sus cursos dictados en la Ecole Polytech-
nique de Paris, Cauchy perfila un cuerpo tedrico que
contiene los conceptos soporte del analisis matema-
tico moderno: namero real, funcién, limite, nimeros
complejos, derivada e integral. A través del concepto
de limite, Cauchy introduce las funciones continuas,
la convergencia de series, las nociones de derivada e
integral, con base a la nocion de limite y demuestra,
de manera rigurosa, el teorema fundamental del cal-
culo. Estamos en un momento de fundamentaciéon
en el cual los elementos de una ecuacion diferencial
estan claramente establecidos. Cuando nos referi-
mos a la solucion de una ecuaciéon diferencial esta-
mos buscando una funcién derivable, que cumpla
las especificidades requeridas.

4. REFLEXIONES EPISTEMOLOGICAS
SOBRE LA CONSTITUCION DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS COMO DISCIPLINA DE LAS

MATEMATICAS

Del siglo XV al siglo XVIII se realiz6 la confor-
macion de diversas disciplinas. Antes del siglo XV
la ciencia se desarrolla en funcién de la solucién de
problemas. Histéricamente la nocién de ciencia, tal
como la concebimos hoy, es relativamente reciente,
data de los inicios del capitalismo europeo de los
siglos XVI y XVII. Este hecho hace que, en muchas
ocasiones, la ciencia se encuentre intimamente li-
gada a los procesos de produccion. En la segunda
mitad del siglo XV comenzé a gestarse la primera
revolucidn cientifica que dio lugar a una ciencia des-
ligada de la escolastica, dando inicio a las ciencias
naturales modernas. Con respecto a la matematica
y la fisica, es un periodo en el que es casi imposible
establecer si un determinado problema es propio de
las matematicas o si es un problema de aplicacion,
que buscaba solucionar alguna necesidad practi-
ca humana. Por su parte, Cantoral y Farfan (2004)
sefialan que, la matematica en el siglo XVIII incluia
el calculo, el analisis, la aritmética, el algebra, la
geometria, la astronomia, la dptica, la mecanica e

hidrodinamica y hasta la construccién de artilleria
y barcos. Justamente estos aspectos (los problemas
de interés durante los siglos XVII y XVIII y las ma-
neras de abordarlas desde la matematica) se cons-
tituyen en elementos de causalidad para entender
la conformacioén de disciplinas matematicas, en este
caso las ecuaciones diferenciales. En este sentido y
entendiendo que si bien no podemos hablar de un
divorcio con las necesidades, nos interesa analizar
la manera en que a partir de ciertos problemas prac-
ticos surgia la necesidad de constituir una disciplina
particular con una epistemologia propia, como las
ecuaciones diferenciales.

Como lo detallamos antes, algunos problemas
que interesaban a los cientificos en el siglo XVII
conllevaron al surgimiento de las ecuaciones dife-
renciales como disciplina matematica. En principio,
esta disciplina respondia a algunas problematicas
presentes en el campo de la fisica especialmente
en la mecanica. En ese momento histdrico, desde
la fisica, la solucion de una ecuacion diferencial co-
rrespondia a una curva que cumplia determinadas
propiedades vinculadas con el fenémeno fisico que
se modelaba. Paralelamente, desde la matematica,
el proceso de solucionar ecuaciones diferenciales
estaba ligado al problema de las cuadraturas. A me-
diados del siglo XVIII las ecuaciones diferenciales
se habian convertido en un campo independiente de
los problemas de la mecanica y de las cuadraturas,
perfilando un capitulo del analisis, cuyo objetivo era
encontrar métodos que permitieran la solucion de
diferentes tipos de ecuaciones diferenciales.

La naturaleza de lo que se asumia y se encon-
traba como solucidn de una ecuacion diferencial or-
dinaria fue cambiando en la historia. En el siglo XVII
las soluciones estaban determinadas por curvas. Por
ejemplo, en el caso de los problemas de la tractriz y
la braquistécrona se buscaban curvas que cumplie-
ran determinadas propiedades que se establecian
mediante una ecuacién diferencial ordinaria. En el
caso de la tractriz era necesario hallar la expresiéon
analitica de la curva cuya longitud entre el punto de
tangencia y un eje de coordenadas fuera constante.
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Para la braquist6crona se buscaba la expresion ana-
litica de la curva de descenso mas rapido.

Matematicamente hablando, el trabajo con las
ecuaciones diferenciales ordinarias guardaba re-
lacién directa con la bisqueda de cuadraturas. Las
diversas técnicas que empezaron a utilizarse como
la separacion de variables, la sustitucion y el fac-
tor integrante, condujeron a que la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria se identificara con el
hallazgo de una cuadratura. En otras palabras, solu-
cionar ecuaciones diferenciales implicaba descubrir
una expresion analitica que diera cuenta de una de-
terminada curva, pero dicha expresion era posible
encontrarla siempre que se resolviera un problema
de cuadratura.

Ecuaciones diferenciales muy sencillas, en el
sentido de que su solucidn se reduce a un problema
de integracion y separacion de variables, conducia,
en ocasiones, a integrales dificiles o incluso impo-
sible de efectuar explicitamente (analiticamente).
Esta dificultad se vincula con el hecho de que la teo-
ria de funciones estaba en desarrollo, y apenas se
iniciaba el estudio de algunas curvas transcenden-
tes. Las ecuaciones diferenciales que involucraban
curvas trascendentes o cuadraturas de esta naturale-
za no eran posible solucionarlas analiticamente. Los
problemas que comprendian este tipo de ecuaciones
en las que no se podia encontrar ni una curva ni su
cuadratura obligaron a los matematicos a buscar
nuevos métodos. Surge de este modo el uso de series
para solucionar ecuaciones diferenciales, el cual fue
ampliamente utilizado por diversos matematicos.

5. OBSTACULOS EPISTEMOLOGICAS EN
LA CONSTITUCION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS COMO

DISCIPLINA DE LAS MATEMATICAS

En este articulo se toma como referencia la no-
cion de obstaculo epistemoldgico expuesta por Guy
Brousseau en (Brousseau, 1998). Brousseau retoma
la nocién de obstaculo epistemolégico, que Bache-
lard habia definido para las ciencias empiricas en

1938 en su libro Formacién del espiritu cientifico,
una contribucion a un psicoandlisis del conocimiento
objetivo.?

Para Brousseau los obstaculos constituyen un
conocimiento que tiene validez en un contexto de-
terminado, pero que en otros contextos genera res-
puestas falsas. Desde esta perspectiva, un obstaculo
no es un conocimiento falso, sino un conocimiento
que esta obstaculizando la adquisiciéon de uno nue-
vo. Una caracteristica principal de los obstaculos
epistemolégicos es que son constitutivos del saber,
por esta razon, es posible identificarlos en la histo-
ria del propio concepto. Bachelard definié cinco obs-
taculos principales, a saber: la experiencia basica o
conocimientos previos, el obstaculo verbal, el peli-
gro de la explicacion por la utilidad, el conocimiento
general y el obstaculo animista. Desde la perspecti-
va de Brousseau y la clasificaciéon de Bachelard es
posible analizar algunos obstaculos epistemoldgi-
cos presentes en la constitucidon de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

El primer obstaculo se vincula con el hecho de
pensar que desde la perspectiva de la modelacion es
posible estudiar en profundidad todos los elemen-
tos vinculados en las ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Durante el siglo XVIII las ecuaciones diferen-
ciales surgieron en la dindmica de la resolucién de
problemas del campo de fisica. Si bien a partir de
estos problemas se encontraron diversas técnicas
de solucién, también ocasiond un estancamiento
en esta disciplina, pues en su conjunto todas estas
técnicas resolvian casos particulares de ecuaciones,
pero no hubo la creacién de principios amplios y
generales para resolver ecuaciones diferenciales or-
dinarias. En esta misma via, es posible sefialar que
la modelacién de problemas en el siglo XVIII no per-
miti6 estudiar aspectos tedricos como el teorema de
existencia y unicidad. Este teorema solo se abord6
100 afios después del surgimiento de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias y sus técnicas, ya que
por las condiciones de los problemas (modelado de

2. (Bachelard, 2007)
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un problema fisico) era evidente que existiera una
solucion. Este hecho se present6 a pesar de que las
ecuaciones que resolvian los cientificos del siglo
XVIII eran de valores iniciales, pero la pregunta de
existencia y unicidad de la solucién a una determi-
nada ecuacidén no tenia sentido si estaba estudiando
un problema de modelado.

En la actualidad existen posturas que sefia-
lan que desde una perspectiva de modelacion es
posible acercarse al aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, sin tener presente que es
necesario ampliar esta perspectiva con el estudio de
factores tedricos involucrados en las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, tales como: la reflexion sobre
el concepto de diferencial y la relacién con las técni-
cas. Este obstaculo lo podemos ubicar dentro de los
que Bachelard denomina el peligro de la explicacion
por utilidad, pues se crea un conocimiento alrede-
dor del concepto de ecuacién diferencial ordinaria
en base a la utilidad y aplicaciéon del mismo. En con-
secuencia, parece conveniente que, en el proceso de
enseflanza de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias, se debe partir de la modelacién de problemas,
sin dejar de lado los aspectos tedricos y relaciones
matematicas involucradas en su solucidn.

Otro obstaculo epistemolodgico que se eviden-
cia en la historia de las ecuaciones diferenciales es
la dualidad que presenta el uso del % Para Leibniz,
Newton y Euler% es el cociente entre dos variacio-
nes infinitamente pequefias. Sin embargo, con Cau-
chy % se convierte en el limite de un cociente de
incrementos. Estas dos perspectivas permiten iden-
tificar dos formas de comprender d_);:; una vinculada
con la aplicacién en la soluciéon de problemas fisi-
cos, perspectiva de Leibniz, Newton y Euler, y otra
vinculada con la aplicacion en el campo matematico.
Al respecto Artigue, Menigaux y Viennot (1990) se-
flalan que ambas formas de entender este concepto
circulan en los estudiantes, sin embargo, no existe
una comprension sobre estos, ya que aplican algo-
ritmos sin asociarle algin significado. Este hecho re-
fleja el viejo conflicto entre las dos formas de enten-

der el & desde la matemética y la fisica. Conflicto
dx

que continua hasta la actualidad pues no existe una
claridad frente a este concepto.

En los cursos de calculo se plantea%desde la
perspectiva de Cauchy. Pero en los cursos de fisica
se utiliza la perspectiva de Leibniz, Newton y Euler.
En consecuencia, es necesario que los estudiantes
entiendan ambas perspectivas y establezcan rela-
ciones entre ellas. De acuerdo a las categorias de
Bachelard este tipo de obstaculo estaria ubicado en
el de conocimiento general, puesto que las defini-
ciones para entender el 9% son demasiado amplias,
y dejan de lado aspecto‘ijesenciales y detalles que
son los que permiten definir con claridad cada pers-
pectiva. Este obstaculo se hace evidente con Leib-
niz y Newton al momento de definir las cantidades
infinitamente pequefas, ya que la caracterizacion
que realizan es general y no profundizan en deta-
lles, tales como: la operatividad y naturaleza de las
mismas. En consecuencia, es evidente, que las de-
finiciones que circulen en los estudiantes, sobre el
concepto de %, sean generales y poco profundas en
relacion a la naturaleza de las diferenciales.

6. UNA REFLEXION DIDACTICA

El proceso histérico de constituciéon de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias muestra que
el razonamiento empirico-inductivo fue usado con
frecuencia por los matematicos del siglo XVII y XVIII
para establecer resultados. De hecho, en muchas
ocasiones se favoreci6 mas este tipo de razona-
miento que el deductivo, pues conducia a mejores
desempeiios en la construccién de técnicas para
solucionar ecuaciones diferenciales. Esta situacion
puede vincularse con el hecho de que el campo de
las ecuaciones diferenciales surge y se aplica en los
femémonos fisicos y en consecuencia la verificacion
experimental valida los resultados. Por ejemplo, los
procesos usados para solucionar los problemas del
péndulo isécrono, de la tractriz, la catenaria y la
braquistécrona permitieron la aparicién de una de
las primeras técnicas para solucionar ecuaciones
diferenciales, la separacion de variables. Ademas la
manera de modelar y solucionar estos problemas
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muestra que la intuicién ocupa un papel fundamen-
tal. A modo de ejemplo, se puede recordar la solu-
cién del problema de la braquistocrona, elaborada
por Johann Bernoulli, el cual supuso que el compar-
timento del objeto que cae por la curva braquisté-
crona es igual al realizado por un rayo de luz en un
medio plano con un indice de refraccion adecuada-
mente elegido, y logra llegar mediante esta hipote-
sis ala solucidn del problema. Este hecho revela que
la intuiciéon ocupa un papel importante en la cons-
truccién de conocimiento.

En esta misma direccion, la historia de las
ecuaciones diferenciales ordinarias pone en eviden-
cia que el razonamiento inductivo fue protagonista
en la construccién de conocimiento. En parte, por-
que la sistematizacién de técnicas para solucionar
ecuaciones diferenciales ordinarias se dio en la di-
namica de ejemplos que luego eran generalizados
mediante un proceso de abstraccion. Por ejemplo, el
trabajo elaborado por Leibniz en 1691 (carta rea-
lizada a Huygens) ilustra casos particulares de la
técnica de separacion de variables, la cual fue gene-
ralizada por Jean Bernoulli en las Actas Eruditorum
de 1694. Este evento muestra que el desarrollo de
las ecuaciones diferenciales se dio mediante un ra-
zonamiento inductivo.

Una via para abordar la ensefianza de las ecua-
ciones diferenciales es mediante el trabajo con el
razonamiento empirico-inductivo asf lo muestra la
historia de este campo. El planteamiento de proble-
mas de la fisica y su posterior modelacién y soluciéon
exige que los estudiantes hagan uso de la intuiciéon
y de estrategias heuristicas en las que se privilegia
el razonamiento inductivo. Esta afirmacion se sus-
tenta en la idea de que el surgimiento de las técnicas
de solucién de ecuaciones diferenciales se dio en la
modelacion de problemas. De aqui, la necesidad de
disefiar actividades que involucren la modelacion
de situaciones que lleven al planteamiento de ecua-
ciones diferenciales y posteriormente a la creaciéon
de técnicas. Sin embargo, las actividades no deben
quedarse en el plano empirico en el que se validan
resultados, puesto que se caeria en el error de cen-

trarse en procesos algoritmicos en los cuales no
existe una reflexiéon profunda sobre los objetos y
procesos matematicos involucrados en los proble-
mas. Es por ello, que se debe pasar de los ejemplos
y solucién de problemas particulares a la reflexién y
abstraccion de las nociones, propiedades y relacio-
nes matematicas que se pueden establecer.

La modelacién de problemas se constituyé en
un obstaculo para el avance en las ecuaciones dife-
renciales. Este hecho produjo un estancamiento en
el estudio de las ecuaciones, ya que las técnicas se
habian elaborado para dar respuesta a problemas de
aplicacién fisica. Ademas, aspectos tedricos impor-
tantes, como el teorema de existencia y unicidad, solo
se abordd afios después del surgimiento de las ecua-
ciones diferenciales, pues debido a las condiciones
del problema era evidente la existencia de solucio-
nes. En consecuencia, parece conveniente que, en el
proceso de ensefianza de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, se debe partir de la modelacién de proble-
mas tipicos, sin dejar de lado los aspectos teéricos y
relaciones matematicas involucradas en su solucion.

De otra parte, la ensefianza de las ecuaciones
diferenciales deberia incluir la reflexién y discusion
del concepto de diferencial. En la mayoria de cursos
de ecuaciones diferenciales y aun de célculo, no se
estudia este aspecto. Obviar esta reflexion ha causa-
do que los estudiantes aprendan procesos algoritmi-
cos para encontrar derivadas, integrales y resolver
ecuaciones, pero sin adquirir una comprensiéon pro-
funda de este concepto. Esta misma situacion se pre-
sento al inicio de la creacion del calculo con Newton
y Leibniz, los cuales desarrollaban satisfactoriamen-
te sus procesos algoritmicos, pero tenian problemas
para explicar la naturaleza de los objetos con los que
trabajaban, como en el caso de la diferencial; por ello
en ocasiones llegaban a resultados validos sin pre-
guntarse sobre el formalismo matematico que so-
portaba estos conceptos. Es importante que tanto el
alumno como el docente entiendan el papel de diver-
sa representaciones de los objetos. En este sentido,
es comun que los docentes manejen ideas erroneas
de los diferenciales, sefialandolos como cantidades
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infinitamente pequefias. Eso ocurre porque en los
libro de texto hay un manejo libre de los simbolos
dx y dy. Asi pocas veces se entien(ze que el rol del
simbolo dx en la integral definida f f(x)dx es mera-
mente convencional y no correspor‘;de a cantidades
infinitamente pequefias. Igual cuando se plantea una

ecuacion diferencial de la forma

dy M(x)
o Np)
la cual se expresa como N(y)dy = M(x)dx. Aqui
se maneja operativamente dx y dy, sin mediar una
explicacién conceptual sobre su naturaleza. El ma-
nejo operatorio de los diferenciales se hace, enton-
ces de manera arbitraria al persisitir la carga con-
ceptual proveniente de los trabajos de Leibniz en los
primeros estadios del calculo.
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